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Euler-Zagier 型の（古典的な）多重ゼータ値は，多重L 値，q- 類似版，p 進版など形を変えた対








自然数 k1, k2, ..., kn（k1 侒 2）に対して，多重ゼータ値とは
で与えられる。k1 ＋…＋ kn を重さ，nを深さ，#{i | ki>1} を高さと呼ぶ。
多重ゼータ値の双対公式や導分関係式を記述するために，Hoffman によって導入された多重ゼータ
値の代数的定式化を与える。H＝ Q〈x, y〉を Q上の 2変数 x，y の非可換多項式環とし，H1 と H0 を
それぞれ Hの部分代数 Q＋ Hy, Q＋ xHy とする。Q- 線形写像 Z：H0 → Rを Z(1) ＝ 1 および
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Z(xk1 － 1yxk2 － 1y…xkn － 1y) ＝ζ(k1, k2, ..., kn)
によって定義する。
¿を H上の反自己同型で，¿(x) ＝ y, ¿(y) ＝ x で定まるものとする。¿は H0 を保存する。多重ゼータ
値の双対公式は
(1 － ¿)(w) ∈ kerZ，∀w∈ H0
と述べられる。
@を Hから Hへの Q- 線形写像でライプニッツ・ルール
@(ww′) ＝ @(w)w′+w@(w′)
をみたすとする。このような @を H上の導分といい，Hの生成元 x，y の像によって一意的に定まる。
z＝ x ＋ y とする。任意の n 侒 1 に対して，導分 @n：H→ Hを @n(x) ＝ xzn － 1y および @n(y) ＝－ xzn－ 1y
によって定義する。@n(H) ⊂ H0 が直ちにわかる。多重ゼータ値の導分関係式は



















系　(i)任意の正の整数 sと非負整数 t に対し，
（ii）任意の正の整数 s，t（ただし，s>t 侒 1）に対し，




• k1 ＝ 2 でかつ重さ・深さを固定した多重ゼータ値の和に関する双対公式は導分関係式からくる
ということを示せたことになる。
3．本年度の研究活動報告






（1）Introduction to multiple zeta values and relations among them, Mini-workshop on MZV, Tongji University 
(Shanghai), 2016.9.14.
（2）Focusing on Kawashima relation and its applications, Mini-workshop on MZV, Tongji University (Shanghai), 
2016.9.14.
（3）多重ゼータ値の組合せ論的側面について，大阪組合せ論セミナー，大阪市立大学梅田サテライト , 2016.12.9.
（4）多重ゼータ値の双対公式導出問題について，第 10 回多重ゼータ研究集会＆第 34 回関西多重ゼータ研究会（共
同開催），近畿大学，2017.2.17.
【論文】
（1）T. Tanaka, On inclusion properties for relations of multiple zeta values: a survey, to appear in RIMS 
Kokyuroku Bessatsu.
（2）N. Kawasaki, T. Tanaka, On the duality formula and the derivation relation for multiple zeta values, 
submitted.
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Relations for multiple zeta and L values, 




Classical multiple zeta values (MZVs) of Euler-Zagier type have been generalized to multiple L 
values, q-analogue of MZVs, p-adic MZVs, etc. and studied simultaneously. In recent years, more 
generalizations such as multiple Eisenstein series, finite MZVs of Kaneko-Zagier, etc. have been 
discovered and investigated. The purpose of this research is to clarify several algebraic phenomena 
of the classical MZVs that can not be found easily only by studying themselves. In particular, 
”arborified MZVs”, which is another discovery in recent years, is selectively investigated. The 
(quasi-)derivation relation for MZVs in terms of arborified MZVs is studied. Moreover, we study on 
further possible generalizations of MZVs concerning with Hopf algebras, operads, etc.
Keywords : multiple zeta values, duality, derivation relation, extended double shuffle relation, Risa/
asir
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